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Как известно, процесс впитывания влаги в почво-грунт можно матема-

тически моделировать квазилинейным дифференциальным уравнением па-

раболического типа второго порядка в следующем виде [1, 2]: 
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при следующих начальных и граничных условиях: 
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где W(x, t) – искомая функция влажности, D(W) и K(W) – соответственно ко-

эффициенты диффузии и влагопроводности. Коэффициенты D(W) и K(W) в 

целом можно назвать коэффициентами влагопереноса. 

Решение начально-краевой задачи (1) и (2) рассмотрим следующим об-

разом [3, 4]. 

Учитываем, что функции W(x, t), D(W) и K(W) являются аналитически-

ми функциями, тогда их можно представить в виде ряда, в частности в ок-

рестности точки, где W обращается в нуль т.е. 
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Функция W(x, t) и K(W) разлагаем в ряд по малому параметру  в сле-

дующем виде 
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где W(x, t) – неизвестные функции. 

Подставляя функции (3), (4) и (5) в уравнения (1) и производя ряд пре-

образований, а затем приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 

i
 (где i = 1, 2, …), получаем следующие системы уравнений: 
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Соответственно начальные и граничные условия имеют вид 
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Рассмотрим первое уравнение системы (6), так называемое уравнение 

нулевого приближения т.е. 
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Следующими начальными и граничными условиями согласно соотно-

шению (7) 
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Решение уравнения (8) ищем в автомодельной форме в виде функции 
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Далее умножая на 
0D

z
 и для упрощения уравнения полагая n = –1 полу-
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Здесь введем следующие обозначения 
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Тогда получим уравнения вида 
 

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.z f z a bz f z c dz f z        (13) 

 

Теперь решение уравнения (13) ищем в виде степенного ряда т.е. 
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где c0  0,  – характеристический показатель, который подлежит определе-

нию ci (i = 0, 1, 2, …) неизвестные коэффициенты. 
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Подставляя функции (14) и (15) в уравнение (13) получим 
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Далее преобразуя последнее уравнение, получим 
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Теперь полагаем, что 
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Отсюда, имеем 
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Далее получим рекуррентную формулу для определения коэффициен-

тов ряда ci 
 

   dibcciaiic ii  )()1())(1(1 
 

1

( )
,

( 1)( ) ( 1)
i i

b i d
c c

i i a i c



  


 


      
 

(20) 
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где c0  0 и можно полагать, что 
 

0 0
0 1 2

0 0

1 1
1 и 2 ,  ,  ( 1),  ,  1 ,  .

K K
с a m b с m m d m m m

D D
 

 
             

 

При 1 = 1 – m из формулы (20) получим 
 

0
1

0

1
.

( 2)
i i

K
с c

D i






 (21) 

 

При 2 = –m из формулы (20) получим 
 

0
1

0

1
.

( 1)
i i

K
с c

D i






 (22) 

 

Например, при i = 0, где c0 = 1, получим соответственно из (21) и (22) 
 

0 0
1 1

0 0

1 1
 и ,

2

K K
С С

D D

 
   

 

при i = 1 получим 
 

   
2 2

0 0

2 22 2

0 0

1 1
 и ,

6 2

K K
С С

D D

 
 

 

 

при i = 2 получим 
 

   
3 3

0 0

3 33 3

0 0

1 1
 и  и т.д.

24 6

K K
С С

D D

 
 

 

 

Следует отметить, что ряд (14) является сходящимся рядом при 

1 1.z    

Таким образом, частные решения уравнения (11) можно записать в виде 

функции: 

при 1 = 1 – m  

1

1

0

( ) ,i m

i

i

f z c z


 



  (23) 

 

при 2 = –m 
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2

0

( ) .i m

i

i

f z c z






  (24) 

 

Тогда общее решения можно представить в виде функции 
 

1

0 0

( ) ,i m i m

i i

i i

f z A c z B c z
 

  

 

    (25) 

 

где А и В произвольные постоянные, ci – определяется из формул (21) и (22). 

Подставляя функцию (25) в формулу (10) получим: 
 

1

2

0

0 0

1 1
( , ) ( ) ,

i i

m

i i

i i

W x t x t A c B c
x t x t

 

 

    
      

      
   (26) 

 

где А и В произвольные постоянные определяемые согласно начальным и 

граничным условиям (9), ci – коэффициенты степенного ряда определяемые с 

помощью рекуррентных формул (21) и (22), m – показатель автомодельности. 

Функция (26) является решением уравнения (8), т.е. решением первого 

уравнения системы (6). Таким образом, решения уравнения инфильтрации (1) 

при начальных и граничных условиях (2) можно записать в виде функции (26). 
 

Таблица 1 

Перечень решений уравнения (8) при различных значениях 

показателя автомодельности 
 

«m» 
mtx 2)(   

согласно 

граничным 

условиям 
































 







 0

1

0

2

0

11
)(),(

i

i

i

i

i

i

m

tx
cB

tx
cAtxtxW

 

M = -3 
6)(  tx  

A  0, B = 0 


















0

6

0

1
),(

i

i

i
tx

cAtxW

 

M = -2 
4)(  tx
 

A  0, B  0 

































0

3

0

4

0

11
),(

i

i

i

i

i

i
tx

cB
tx

cAtxW

 

M = -1 
2)(  tx
 

A  0, B  0 

































0

1

0

2

0

11
),(

i

i

i

i

i

i
tx

cB
tx

cAtxW

 

M = 0 1 A  0, B  0 































0

1

0

0

11
),(

i

i

i

i

i

i
tx

cB
tx

cAtxW
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Окончание таблицы 1 
 

M = 1 2)( tx   A  0, B  0 

































0

3

0

2

0

11
),(

i

i

i

i

i

i
tx

cB
tx

cAtxW

 

M = 2 4)( tx   A  0, B  0 

































0

5

0

4

0

11
),(

i

i

i

i

i

i
tx

cB
tx

cAtxW

 

M = 3 6)( tx   A  0, B  0 

































0

7

0

6

0

11
),(

i

i

i

i

i

i
tx

cB
tx

cAtxW
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